MATEMATIKA 2

Lekcija 5- Rektifikacja krive. Komplanacija obrtne povrsi.

Duzina proste krive. Neka je C jedna prosta kriva zadata para-
metarskim jednacinama:

C:x :x(t)v y:y(t)v z = Z<t)7 le [a75]7 (1)

orijentisana u smeru porasta parametra t. Ako je Ao = M(«a), A, = M(B),
i ako su Ay, As, ..., A,_1 neke tacke na krivoj C takve da je Ag < A1 <
Ay < ... < A,, tada kazemo da je izlomljena linija L sa temenima Ag, Aq,
Ag, ..., A, upisana u krivu C'. Obelezimo sa [; duzinu stranice A;A;11
izlomljene linije L, tj. l; := |A;A;i1], zai=10,1,2, ..., n—1, sa s(L)
duzinu izlomljene linije L, tj. s(L) := Z?:_ol l;, 1sa d; dijametar luka A;A; 1
krive C, tj. d;j := d(A;Ai+1),zai=0,1, 2, ..., n— 1. (Dijametar figure je
supremum rastojanja proizvoljnih dveju tacaka te figure. Uobic¢ajena oznaka
dijametra figure F' je d(F').) Najvetu od duzina [; obelezimo sa \*(L), tj.

stavimo A\*(L) := [ nax 1li, a najveci od dijametara d; obelezimo sa §(L),
<i<n—

tj. stavimo 0(L) := max d;.
0<i<n—1

Definicije: Ako za prostu krivu C zadatu parametarskim jednac¢inama

(1) postoji grani¢na vrednost
i (L) 2)

(gde je L proizvoljna izlomljena linija upisana u krivu C), tada se kaze da
je kriva C rektifikabilna, ili da ima duzinu, i ta grani¢na vrednost se naziva
duzinom krive C'. Oznaka — s(C).

Naveséemo jo$ neke definicije duzine proste krive, medjusobno ekviva-
lentne.

Ako je izlomljena linija L = AgA1Asy ... A, upisana u prostu krivu C
zadatu parametarskim jedna¢inama (1), tada postoje jedinstvene tacke to,

t1, ..., t, segmenta [a, (] za koje je A; = M(t;),i=0,1,2, ..., n. Tada je
a=ty <t <ty <...<t,=p1tacketg, t1, to, ..., t, Cine jednu podelu II
segmenta [« B]: {to,t1,t2,...,t,} = II. Ako se u navedenoj definiciji duzine

proste krive §(L) zameni dijametrom A(II) podele II, a sve ostalo ostane
nepromenjeno, dobije se druga definicija duzine proste krive, ekvivalentna
prvobitnoj. Ako je C nezatvorena prosta kriva, onda se zamenjivanjem ¢(L)
sa \*(L) moze dobiti jos jedna ekvivalentna definicija.



Najzad, zamenivsi grani¢nu vrednost (2) supremumom duzina s(L) izloml-
jenih linija L upisanih u krivu C, dobi¢emo takodje jednu definiciju duzine
proste krive, ekvivalentnu prvobitnoj.

Svojstva: Duzina proste krive ima sledeé¢a osnovna svojstva. 1° (Pozi-
tivnost.) Ako je prosta kriva C rektifikabilna, onda je s(C) > 0. 2° (Adi-
tivnost.) Ako je prosta kriva nekom tackom A; € C' podeljena na krive C;
i Cy, tada iz rektifikabilnosti C' sledi rektifikabilnost C i Cs, i obrnuto, iz
rektifikabilnosti C i Cy sledi rektifikabilnost C, i vazi s(C) = s(C1) +s(Ca).
(Bez dokaza.)

Egzistencija: Ako je prosta kriva C zadata parametarskim jednac¢inama
(1) i pritom su funkcije x(t), y(t), z(t) neprekidno diferencijabilne, tada je
C rektifikabilna kriva.

Dokazatemo ovu teoremu, i to tako sto ¢emo pokazati da je skup duzina
izlomljenih linija upisanih u krivu C' ograni¢en odozgo. Neka je L = AgA1 A2

. A, jedna izlomljena linija sa temenima A; = M (t;), i = 0, 1, 2, ...,
n (to = a, t, = (), upisana u krivu C. Primenom Lagranzove teoreme
zakljuéujemo da za svako i = 0, 1, 2, ... , n — 1, postoje tacke 7;, 7Ty,
7 u intervalu (¢;,t;4+1) takve da je Az; := xz(tip1) — z(t;) = 2/ (1) Aty
Ay; = y(ti+1) —y(ti) = y/(T_i)AtifyvAzi = Z(ti_;,_l) —Z(ti) = Z’(ﬂ)Ati (Ati =
tir1—t;). Obelezimo sa M (M) (M) najvecu vrednost |2/ (t)| (|y/(¢)|) (|2 (t)])
na segmentu [«, 5]. Tada je

I = \/Axg+Ayg+Az§ < \/M2 LM+ M2At, i=0,1,2,...n— 1,

pa je

n—1
s(L) < \/M2 + M+ M2Y AL = \/M2 + 71+ M2(B - a).
=0

Kako je ovde L proizvoljna izlomljena linija upisana u krivu C, to postoji
supremum duzina izlomljenih linija upisanih u krivu C, tj. postoji s(C).
U ovom dokazu usput smo dobili i sledeéu ocenu odozgo duzine krive C:

s(C) < \/M2 + 317 + M2(3 - «). (3)
Na isti nac¢in se moze izvesti 1 ocena odozdo:
s(C) > vm? +m* +m?(8 — ), (4)

g{gdeﬁ%e m (m) (m) najmanja vrednost |2'(¢)| (| (¢)]) (]z'(t)]) na segmentu



Diferencijal luka: Pretpostavimo da je prosta kriva C, zadata para-
metarskim jednac¢inama (1), rektifikabilna. Za svaki ¢t € («, ), ozna¢imo sa

Cy luk M (a) M (t) krive C. Svaka kriva Cy je rektifikabilna, jer je C' rektifika-
bilna i tacka M (t) deli krivu C' na Cy i jos jednu krivu. Obelezimo duzinu

krive C; sa s(t), stavimo s(a) := 0 i s(8) := s(C), i razmotrimo funkciju
s = s(t), t € [a, f]. Pokazatemo da je
s'(t) = Val(t)2 +y/ (8)2 + 2'(t)%, t € [a,f], ()

pri cemu pod s'(a) treba podrazumevati s’ (o), a pod s'(8) — s"_(8).
Neka je t € [a, 5]. Ako jet # 1 At > 0, t + At < 3, onda moze da se

govori o luku M (t) M (t + At) krive C. Na osnovu svojstva aditivnosti duzine
proste krive, priragtaj As = s(t + At) — s(t) je jednak s (M(t)M(t + At)).

Primenimo ocene (3) i (4) na krivu M (¢)M (¢t + At):

vVm2 +m? +m2At < s (M@M(t + At)) < \/M2 + 7T + M2At,

pri cemu je M (M) (]Tj ) najveta vrednost, a m (m) (m) najmanja vrednost
lZ'| (|¥']) (|2']) na segmentu [t, ¢ + At]. Sledi da je

A —
\/m2+m2+ﬁ12§£ < \/M2+M2+M2.

Lako je videti (na skoro isti na¢in) da isto vazi i za At < 0, t + At > «, ako
jet € (a, 5]. Kako je

dim Vm2 + 2 4+ m2 = 2/ (1)2 + o/ (t)2 + 2/ ()2

Jim /M2 4 T 1 312 = TP 4 P + 7

to je i

As
/ : 1(4+)\2 /(+)2 1(+)2
S(t)—Alimo—ﬁt—\/fﬂ(t) +y(t) +Z(t)~

Tako smo pokazali da zaista vazi (5).

Diferencijal ds = ds(t, At) funkcije s = s(t) naziva se diferencijalom
duzine luka ili, skraceno, diferencijalom luka. Mnozenjem jednakosti (5) sa
At i kvadriranjem, dobija se formula za diferencijal luka

ds® = da® + dy® + d2*. (6)



U sluéaju kad je C ravna kriva, formula (6) glasi ds®> = dx? +dy?, i moze
se geometrijski interpretirati na sledeé¢i na¢in. Obelezimo tacke (z(t), y(t)),
(x(t+dt),y(t+dt)) i (x(t+dt),y(t)), redom, sa M, M; i N. Ove tacke
¢ine temena "krivolinijskog pravouglog trougla", ¢ija "hipotenuza" je luk
M M krive C, a "katete" su mu duzi M N i M;N. (Karakteristi¢ni trougao,
ili Lajbnicov trougao.) Ako je x(t + dt) > =(t) 1 y(t + dt) > y(t), tada
duzine "kateta" iznose Ax i Ay, a duzina "hipotenuze" je As. Formula
ds? = dx? + dy? pokazuje da vazi svojevrsna "Pitagorina teorema", mada
ne bas za prirastaje Az, Ay, Az, vet za njihove glavne delove.

U slucaju ravne krive formula (5) glasi

/I 12 2
St =\ X¢ + Y

Specijalno, ako je ravna kriva C' zadata jednac¢inom oblika y = y(¢), ova

formula se svodi na
st =v1+yZ.

Slucaj kad je ravna kriva C zadata jednac¢inom u polarnim koordinatama r =
r(v), ¢ € [a, f], svodi se na slucaj zadavanja parametarskim jednac¢inama,
sa polarnim uglom ¢ u ulozi parametra:

x=r(p)cosp, y=r(p)sinep.
Kako je tada

A | . VA
ZEW—TWCOSQP—T‘SIHQP, yw—T‘WSIHgO—FT'COS(p,

to je
2 2 _ 2, .2
T, +y, =15 +717, (7)

2 _ 2 2
55 —1/7‘@4-7".

Luk u ulozi parametra: Kako je funkcija s = s(t), t € [a, (], strogo
rastuca, to ona ima inverznu funkciju ¢t = ¢(s), s € [0, 5], (gde je stavljeno
s(B) =: 5). Ako se u jednacinama (1) umesto ¢t napise t(s), dobiju se para-
metarske jednacine krive C' u kojima je pormenljivi luk s (tj. promenljiva
duzina luka) u ulozi parametra:

pa je

C:xz=X(s), y=Y(s), z=2(s), s€]0,95], (8)

gde je X (s) =z (t(s)), Y(s) =y (t(s)), Z(s) = z (t(s)). Ako su funkcije z(t),
y(t), z(t) neprekidno diferencijabilne i o/(¢)? + /(t)? + 2/(t)? # 0, tada su i



funkcije X (s), Y (s), Z(s) neprekidno diferencijabilne i vazi X'(s)2+Y"(s)?+
Z'(5)? # 0. (Sagledati samostalno, koriste¢i formulu (5).) (Dakle, od glatke
parametrizacije (1) krive C' dobija se takodje glatka parametrizacija (8) iste
krive.)

Teorema o izra¢unavanju duzine glatke krive: Neka je C jedna
prosta kriva zadata parametrarskim jednac¢inama (1) i neka su pritom funkcije
x(t), y(t), z(t) neprekidno diferencijabilne. Tada je kriva C rektifikabilna i
vazi

B8
S(C) = / O+ 5 (02 + 2 ()t (9)

Dokaz. Rektifikabilnost krive C' pod navedenim pretpostavkama us-
tanovljena je ranije, u teoremi o egzistenciji duzine proste krive. Formula
(9) moze se dobiti na osnovu (5). Prema (5), integrand u integralu na
desnoj strani jednakosti (9) je jednak izvodnoj funkciji funkcije s = s(t),
t € [a, f], pa je integral jednak prirastaju ove funkcije na segmentu [, f]
(Njutn-Lajbnicova formula):

153 B8
/ VIR T YR T 702t = / §'(t)dt = s(t)|7 = s(8) — s(a).

Ostaje jos samo da se uzme u obzir da je s(5) = s(C) i s(a) = 0.
Jasno je da u slucaju ravne krive C' formula (9) glasi

B
S(C) = / IO

Specijalno, ako je ravna kriva C zadata jednac¢inom oblika y = y(x), x €
[, B], ova formula se svodi na slede¢u:

B
S(C) = / V1T (@) da.

Najzad, duzina proste ravne krive C zadate jedna¢inom u polarnim koordi-
natamar = r(p), ¢ € [a, (], gde je funkcija () neprekidno diferencijabilna,
racuna se po formuli

B
S(C) = / V@ + (@),

Ova formula se dobije iz formule (9) kad se za parametar uzme polarni ugao
¢, s obzirom na jednakost (7).



Svaka od navedenih formula za duzinu krive moze da se napise u obliku

B
s(C) = / ds
[0
(ds — diferencijal luka).

Primer 1. Odredimo duzinu svake od krivih:

(a) f(z) =325 —10, z € [8,27);

(b) a3+ yg = a3, (a > 0) (astroida);

(c) r=a(l+cosyp), (a>0) (kardioida).

Resenje.

(a) Kako je f'(z) = 2273, to je trazena duzina krive jednaka

3:7\/1—1—(21‘_%>2d:p:/’/1+—d:p—/ ~4+x%
8 v

Poslednji integral se izratunava smenom ¢ = 3 +4, dt = %x_%dx, pri cemu
jezax =8,t=38, azax =27 t=13. Tako se dobija

= V133 — V83 ~ 24.245.

/\fdt_tz

(b) Prelaskom na parametarske jednacine astroide:
z=acos’t, y=asin®t, 0<t<2m,

uzimajuéi u obzir njenu simetri¢nost u odnosu na koordinatne ose, nalazimo

s = 4 [l OF + I ()Pt =
/

= 4 / V/9a2 cost tsin® ¢ + 9a2 sin® ¢ cos? tdt =
0

sintcostdt = 12a [ sintd (sint) =

Il

—_

o

]
S — i
S — i

= 6a sin2t}g = 6a.



(c) Kriva je simetricna u odnosu na pravu rsing = 0, pa je njena
duzina jrdnaka dvostrukoj duzini njenog luka od tacke ¢ = 0, r = 2a, do
tacke r = 0. Kako je

' () = —asing, ' (p)? + 1 () = 4a® cos? g,

to je
™
s
s—2/2acos£d<p— 8asin£ = 8a.
2 2o
0

Povrsina obrtne povrsi. Svaku povrs koja nastaje obrtanjem (za pun
ugao) neke ravne krive oko neke ose u istoj ravni u kojoj je ta kriva, nazivamo
obrtnom povrsi. Pri definisanju povr§ine obrtne povrsi smatramo da je
povrsina obrtne povrsi koja nastaje obrtanjem duzi oko neke ose, pri ¢emu
su duz i osa u istoj ravni, ve¢ definisana. Takva obrtna povrs predstavlja
omotac¢ neke zarubljene kupe (ako duz i osa nemaju zajednickih tacaka i
nisu paralelne) ili omotac nekog valjka (ako su duz i osa paralelne) ili omotaé
neke kupe (ako je jedan kraj duzi jedina zajednicka tacka duzi i ose) ili unija
omotaca dveju kupa (ako je neka unutrasnja tacka duzi jedina zajednicka
tacka duzi i ose). Povrsina povrsi koja nastaje obrtanjem ravne izlomljene
linije oko neke ose u istoj ravni u kojoj je ta izlomljena linija definisemo kao
zbir povr§ina povrsi koje nastaju obrtanjem stranica izlomljene linije oko
iste ose.

Definicije: Neka je C jedna prosta kriva u nekoj ravni « i s neka osa
u istoj ravni. Neka su sve tacke krive C' s iste strane ose s ili na osi. Pret-
postavimo da obrtanjem krive C oko ose s nastaje neka povrs I'. Ako je L
neka izlomljena linija upisana u krivu C, obelezimo sa A povrs koja nastaje
obrtanjem linije L oko ose s, a sa P(A) povrsinu povrsi A. Ako postoji
grani¢na vrednost

lim P(A),
6(L)—0
(gde je L proizvoljna izlomljena linija upisana u krivu C), onda kazemo
da obrtna povrs I' ima povrsinu, ili da je merljiva, i tu grani¢nu vrednost
nazivamo povrsinom povrsi I'. Oznaka — P(I).

Ako je kriva C' (i osa s) u ravni Ozy i zadata je parametarskim jed-
nac¢inama z = x(t), y = y(t), t € [o, 8], tada se u ovoj definiciji (L) moze
zameniti sa A(II), gde je II podela segmenta [«, 5] odredjena izlomljenom
linijom L, i tako dobiti nesto drugacija definicija koja je ekvivalentna prvo-
bitnoj. U slucaju nezatvorene krive C, zamenivsi u navedenoj definiciji 6 (L)



sa \*(L) dobitemo jos jednu definiciju povrsine obrtne povrsi, ekvivalentnu
prvobitnoj.
Teorema o izra¢unavanju povrsine obrtne povrsi: Neka je

C:z=ux(t), y=yt), tela,pl,

jedna prosta kriva u ravni Ozy, neka je pritom y(t) > 0, t € [«, 5], i neka
obrtanjem krive C' oko z-ose nastaje jedna povrs I'. Ako su funkcije z(¢) i
y(t) neprekidno diferencijabilne, tada povrs I' ima povrsinu i vazi

B
P(I) = 27 / (/T OF + 5 ()2t (10)

(Dokaz — na vezbama AG.)

Specijalno, ako je kriva C' u ravni Ozy zadata jednacinom oblika y =
y(z), x € [a, ], pri éemu je funkcija y(x) neprekidno diferencijabilna, i
y(z) >0, z € [a, f], formula (10) svodi se na slede¢u:

B
P() = 277/ y(z)\/1+ 9 (x)?dx. (11)

U slucaju kad je kriva C u re-ravni zadata jednac¢inom u polarnim ko-
ordinatama:

C:r=r(y), p€la,p],

gde je 0 < a < B < m, povrsina povrsi I' koja nastaje obrtanjem krive C
oko polarne ose racuna se po formuli

B

P(T) = 27r/7“ (0) sin /7" (0)% + 7 () dep, (12)

«

pod pretpostavkom da je funkcija r(¢) neprekidno diferencijabilna. Ova
formula moze da se dobije iz (10) tako §to se za parametar uzme polarni

ugao .
Svaka od formula (10), (11), (12) moze da se napise u obliku

B
P(T) = 27r/ yds

(ds — diferencijal luka krive).
Primer 2. Nadimo povrsinu P povrsi koja nastaje obrtanjem krive
(a) y=tanz, 0 <z <, oko x-ose;



(b) x3 + y% = a3 (a > 0) (astroida), oko z-ose;

(c) 72 =a?cos2p, (a>0) (lemniskata) oko polarne ose.
Resenje.

(a) Prema formuli (11) je:

I I
/ 1 tanz - /(14 tan?z)? +1
P = 27T/tan:1: 1+— d:n:27r/ anz - /(14 anzx) i dz
cost x cos? z(1 + tan® z)
0

s
0
us

V(1 +tan?z)2 + 1
1+ tan?zx

V1+ 22
—dz
z

2
d(1+tan’z) = 7r/
1

2 2
1+ 22)dz dz zdz
—( =T +
zvV1+ 22 2.1+ / V1422
z

1
Fog(L
=7 /&—i—\/lez?f =7 |In 1ﬂ/lJri2
4 14+ 1 z z

+vV5 -2

1
2

(b) Kako su parametarske jednacine astroide: & = acos®t, y = asin3t
(0 <t < 2m), to, uzimajuéi u obzir simetri¢nost krive u odnosu na obe
koordinatne ose, po formuli (10) ra¢unamo

™

P = o / y (02! (02 + o ()2t

= 47 [ asin® t\/9a2 cost tsin? t 4 9a2 sin* t cos? tdt

O\..wla =}

[MIE
[MIE

= 127a? / sin ¢ cos tdt = 12ma® / sin® td (sint)
0 0
T 12,

= —ma”.
0 5

12 5.5
= S t
5 Ta~ sin
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(c) Prema formuli (12), s obzirom na simetri¢nost lemniskate, ovde je

P= 47r/r(g0) sin /1 ()% 4+ r(p)2de.
0

asin 2p
r(p) = av/eos2p, 1'(p) =~
: 2
/ 2 2__¢
r'(p)”+r(p)” = cos 2¢p’
to je

P = 4ma? [ singdp = 4ma® cos g 01 = 27a? (2 — \/5) .
4

o\
k|



